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Siebzehntheilung des Lemniseatenumfangs durch
alleinige Anwendung von Lineal und CirkeL
(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.)
Obgleich bereits Abel in seinen „Recherches sur les fonctions
elliptiques (Oeuvres completes, tome I., p. 141—252) nachgewiesen hat, dass
der Lemniscatenumfang durch alleinige Anwendung von Lineal und Cirkel in
n gleiche Theile getheilt werden kann, wenn n eine Primzahl von der Form
2"+ 1 ist, wenn also n gleich 5, 17, 257, . . ., so ist dennoch meines Wissens
die Theilung in 17 gleiche Theile geometrisch bis jetzt noch nicht ausgef hrt
worden. Indem ich daher die L sung dieser Aufgabe versuche, lege ich die
Betrachtungen und zum Theil auch die Bezeichnungen zu Grunde, die Abel
selbst in der oben erw hnten Abhandlung benutzt hat.
§. 1. Darstel lung des Lemni sca t enbogens als elliptisches Integral
erster Gattung.
Die einfachste Gleichung der Lemniscate ist
(1.) r2 = cos2#,
daher ist der Lemniscatenbogen
(2.) u
Setzen wir
(3.)
so sind die beiden Fundamentalperioden*)
o n f1 dr O r O·/'1 dr2 ) = 2/ , , 2ω'=:2ι/ . ,J yi__ r*' J y 4_ r4 '
also
(4.) ω' ===== ίω.
Dabei ist ω der vierte Theil von dem ganzen Lemniscatenumfang.
Der Modul der elliptischen Function φη ist so beschaffen, dass
(5.) cp(ni) = i<pu
wird, denn setzen wir ir an die Stelle von r, so wird ui aus n.
*) Bei Abel heissen die beiden Fundamentalperioden ω und rot.
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Das Additionstheorem von <pu ist ausgedr ckt durch die Formel
(6.)
und deshalb ist
(7.) ? (3.) =
§. 2. Zurtickf hrupg der Aufgabe auf die L sung e iner Gleichung
vier ten Grades.
Um den Lemniscatenumfang in siebzehn gleiche Theile zu theilen,
m ssen wir die Werthe von φη = r aufsuchen, f r welche
« = TT
oder
/O \(8.)
Ist uns also φ ( j Λ·} bekannt, so k nnen wir daraus und aus der conjugirt
.
 4.
construiren.
Es sei nun «r definirt durch die Gleichung
(9.) φ«0 = + φ (4α>·) = ± ίφ (4ιτ),
dann mqss
w =
sein, oder
(10.)v ;
Umgekehrt wird ^ie Gleichung (9.) stets befriedigt werden, wenn wir f r w
irgend einen der Werthe setzen, die durch Gleichung (10.) dargestellt sind,
z. B. auch wenn wir setzen
complexen Grosse y (
 
) mit H lfe von Formel (6.) sehr leicht 9\-rf~~)
Dies sind 16 Werthepaare, also im Ganzen 32 Werthe von w, denen alle
anderen bis auf eine ganze Periode gleich sind. Weil n mlich
ω* =
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ist, so wird
und in Folge dessen
β = 2ω ·1+4«
F gen wir zu «0 noch irgend eine ganze Periode
2ω = 2λ'α>
hinzu, so kommt
Jetzt setzen wir
'μ =
und erhalten
Da wir noch λ' beliebig w hlen d rfen, so k nnen wir stets
machen. Es giebt also nur sechzehn incongruente Werthepaare von w, und
deshalb h chstens 16 verschiedene Werthepaare von φιν. Wir k nnen sogar
zeigen^ dass sich je vier von diesen sechzehn Werthepaaren nur durch den Factor
—l, i oder —i von einander unterscheiden, so dass es nur vier verschiedene
Werthepaare von <p*w giebt. Setzen wir n mlich
so folgt aus Formel (9.)
(11.)
= — φ2
Da jedes i0 zwei Werthe hat, so giebt es also wwr acAi verschiedene Werthe
von φ4«0; wir wollen nun die Gleichung achten Grades aufstellen, deren
Wurzeln diese acht Werthe von φ4ι0 sind.
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Es ist nach Formel (7.)
also
Dies giebt
2/4 N
 2 4qp*(2tiO[l-V(2tiO]
' = = - - *
 yj
oder wenn wir χ statt qfw setzen,
[(l+a?)4+l6a?(l~a;)2]2+l6(l~^)(l+^)2[(1 + aj)4~l6^ - 0,
oder
(12.) #8+24#7+524#6-l^^ = 0.
Die linke Seite dieser Gleichung l sst sich in zwei complex conjugirte Factoren
zerlegen, so dass wir es nur mit zwei Gleichungen vierten Grades zu thun
haben. Diese Gleichungen sind
(13.) a?4+(12-~20«>3+(-10+28«)^+(-~20-12i)x+l + 4i = 0,
(13a.) oi4+(12+20e>3+(~10--28i>2+(--20+12i>+l--4i - 0.
Weil die gleichstelligen Coefficienten dieser beiden Gleichungen complex con-
jugirte Grossen sind, so heissen die Wurzeln der einen Gleichung
2ω \ / 4ω
und die der anderen
4ω \ / 6ω \ / 12ω
d. h. mit den Wurzeln der einen Gleichung sind auch die Wurzeln der anderen
, ιgegeben.
Unsere Aufgabe ist daher auf die L sung einer Gleichung vierten
Grades zur ckgef hrt.
§.3. Aufl sung der gefundenen Gle ichungen .
Ist o?i gleich (p*w eine Wurzel der Gleichung (12.), so ist auch x2
gleich φ*(2ιρ) eine Wurzel dieser Gleichung, und es wird
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Daraus folgt
und
/ 4 C \(15.)
oder wenn wir
setzen,
r Λ CGI \ 2 ι /? O 2 f\
Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir
(16.) , = =
(17.) t/4+24i,3+488l,2--1632y+ 1360 - 0.
Jeder Wurzel dieser Gleichung entsprechen zwei Wurzeln von Gleichung
(12.), die sich in die Gleichungen (13.) und (13a.) zerlegen Hess. Auch die
Gleichung (17.) l sst sich in zwei andere zerlegen, bei denen die gleich-
stelligen Coefficienten complex conjugirte Grossen sind; diese beiden Glei-
chungen heissen
(18.) #2+( 12-20«) # + (-28+24i) = 0,
(18e.) #2+ (l2+200 y + (-28-24·) - 0,
und die beiden Wurzeln von Gleichung (18.) sind
(19.) jfi^—6+10<+6ιγΐ+4ι, #2-
Aus Gleichung (16.) k nnen wir auch noch die zugeh rigen Werthe von
berechnen und erhalten
(20.)
 1
Jetzt bilden wir die beiden quadratischen Gleichungen
(21.) o;2— #!# + *! = 0, tf2— y2#-f s2 == 0,
deren Product
(22.) ^—(yl+y^x3+(yly2+zl+z2)x^—(yl^+y^i)x+zisi2 = 0
33*
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ist. Nun wird aber
-foi+Λ) = 12-20·,
- -10+28*,
ι) = -20—12i,
Ζ!Α 2 = 1+4«.
Dies in Gleichung (22.) eingesetzt giebt
ίΤ*+(12-20ζ>3+.(-10+28«>2+(-20-12«>+1 +4« = 0,
also genau Gleichung (13.). Die vier Wurzeln von Gleichung (13.) sind
daher identisch mit den beiden Wurzelpaaren der beiden quadratischen Glei-
chungen (21.); sie sind also
"
Nun ist aber
ΐ£_βι = _34-68i+(-34-16*)j/l+4« - [-34-16i+(-18+40yi+4i]]/I+4t·
und
-34-16i+(-18+4i)|/r+47 = [-
daraus folgt, wenn wir die Wurzeln von Gleichung (13.) mit o;,, £C2, x3,
bezeichnen,
= -3+5ί+3·γΐ + 4ί-(23.)
Wenn wir also die Zeichen
(24.)
einf hren, so wird
(25.)
l"
«3 = Λ-/2+·/3 —«A,
«4 = A" A" «'/3 + < A"
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Die zu a?19 a?2, #3, x4 complex conjugirten Ausdrücke a?i, x^ #3, x^ sind die
Wurzeln von Gleichung (13a.).
§. 4. Best immung der Thei lpunkte auf dem Lemniscatenumfang.
Der Bogen der Lemniscate war
dr
auf dem die Theilpunkte durch die zu ihnen gehörigen Radii vectores
. 2k(*>
bestimmt werden. Nun sind aber die gefundenen Wurzeln x^ #2, a?3,
a?l, o?i, £C3, o?4 den Grossen 4( =^) gleich, und es ist
also
'4&
Da ^a;' das Product zweier complex conjugirter Ausdrücke ist, so ist diese
Grosse stets positiv zu nehmen und dem absoluten Betrage von gleich;
dagegen haben i/o^l— x' und yV]/l-— für jedes Werthepaar von x, x*
vier verschiedene Werthe. Ist daher ein Werth
# } — —
so hat r für jedes die vier verschiedenen Werthe
so dass wir im Ganzen sechzehn verschiedene Werthe von r erhalten, die
zu den sechzehn Theilpunkten der Siebzehntheilung gehören.
Die Ausführung der geometrischen Construction bietet jetzt keine
f 4ÄW \Schwierigkeit mehr, da in den Ausdrücken für und für \- ~) nur qua-
dratische und biquadratische Wurzeln vorkommen.
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§. 5. Wurze lausz iehung aus χ gleich φ-Γ=^τ
In dem Endresultat haben wir aus χ und x' die vierte Wurzel zu
ziehen, die wir folgendermassen auffinden k nnen. Es sei
ni
sn = xn und β = β y
dann setzen wir
(27.)
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Rechnung
(28.)
und
(29.)
4$j = 4 i/o?! =
4«2s3 =
— i ff* ·
Von der Richtigkeit dieser Formeln kann man sich berzeugen, indem man
sie ins Quadrat erhebt. Denn es ist
9l+gt+2g39* = (16+32«)|/(l+4i)3 = 16/i,
(30.)
Um auch noch die vierten Wurzeln aus χ zu erhalten, wenden wir wieder
ein hnliches Verfahren an und setzen
tl = 4*„,
(81.)
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Aus diesen Gleichungen ergiebt sich
(32.)
oder wenn wir ht = H (ε) setzen,
(33.) *, = #(«), h2 =
4 l 6-
= 2(l-«)j/l+2H-2f2
4,
263
(34.)
= 8s3 ]/a?3 — ki — A2 — ife -f- iA4 ,
Q 9 4 / L l l -l '!>L = σ« ya?4 =
 A — 2 + ^ 3~«A4-
4 4 4 4
Wir haben also ^α?19 }/α?2, ^α?3, }/α?4 dargestellt durch die vier Grossen A19
Α2!) A3, A4, deren sechzehnte Potenzen nur durch Addition und Multiplication
aus ganzen Zahlen und s zusammengesetzt sind und sich deshalb leicht con-
struiren lassen.
Freiburg i. Br,, den 27. Mai 1872.
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